Recherches sur les surfaces isothermes et sur l'attraction des ellipsoids. by Despeyrous, C.-H.
136 9· Despeyrous, sur les surfaces isothermes et tattr. des ellipsotdes.
9.
Recherches*) sur les surfaces isothermes et sur
Tattraction des ellipso'ides
(par Mr. Ch. Despeyrous a Paris, Docteur es * sciences.^
Premiere Partie.
Surfaces isothermes.
1. .Lagrange, le premier, a introduit, dans le calcul de Tattraction
des corps, une certaine fonction des coordonne'es rectangulaires o?, y, z du
point attire', dont les coefficients diffe'rentiels du premier ordre pris successive-
ment par rapport a oc, y, z, expriment les composantes respectives suivant
les axes des ocy des j, des z, de Tattraction du corps sur ce point. Gelte
fonction exprime la somme des molecules du corps attirant, divisees chacune
par la distance au point attire'. Elle a e'te tout re'cemment appelle'e par M. Gauss
le potentiel du corps sur le point attire'.
Cette fonction jouit de cette proprie'te' remarquable, que pour tout
point exte'rieur au corps attirant., la somme des de'rivees partielles du second
ordre par rapport a chacune des variables x9 y, z, est nulle; et qu'elle est e'gale
ä — 47TQ, si le point attire' fait partie de la masse, Q e'tant la dentite' du corps
en ce point et 7t le rapport de la circonfe'rence au diametre.
Ainsi en designant par V la fonction dont nous parlons, on aura, si
le point attire' ne fait pas partie du corps,
si le point en fait partie.
*) L'auteur doit ä la liberalite scientifique de M. Libri, l'honnear d'avoir expose ces principes,
le 16. Fevrier 1844, au cours da calcul des probalites dont cet illustre geora&re est charge a la faculte
des sciences de Paris.
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Ces deux e'quations e'tant inde'pendantes de la forme des corps, et de la
loi de leur densite', constituent des proprie'te's ge'ne'rales de Fattraction de la
matiere. La premiere a e'te' de'couverte par Laplace, la seconde par M.'Poisson.
Laplace a en ontre de'montre' un second the'oreme general concernant
une couche infinement mince, jouissant de la propriete' de n'exercer aucune
action sur les points qui lui sont inte'rieurs: „L'attraction ou la repulslon de
„cette couche sur un point quelconque de la surface externe, est dirigee suivant
„la normale ä cette surface en ce point, et egale a 47fQ£, designant Fe'paisseur
„de la couche au point attire' ou repousse'." Plus tard, ce the'oreme a e'te'
ge'ne'ralise' par M. JPoisson; Ce savaut geometre Fa etendu ä un Systeme de
couches en e'quilibre, leur action simultanee e'tant nulle sur tout point inte'rieur
ä Fune quelconque d'entr'elles.
Les deux propositions que nous venons de citer, devaient naturellement
servir de base ä une theorie mathematique de Tattraction fonde'e sur son
mode d'action, en raison directe des masses et inverse du carre des distances;
theorie d'autant plus importante que c'est cette loi qui preside aux phe'nomenes
electriques et magnetiques.
Le savaut geometre M. Gauss a publie', dans ces dernieres anne'es,
des theoremes gene'raux sur les forces attractives fonde's sur les e'quations (A)
et (S), lls feront desormais partie de la the'orie dont nous parlons, qui pourrait
etre de'signee sous le nom de Theorie du potentiel. M. Chasles a aussi
publie' dans les additions ä la connaissance des temps pour l'annee 1845, un
mernoire sur le meme sujet.
Si actuellement on designe par U la temperature d'un point quelconque
M d'un corps homogene parvenu ä l'e'tat des tempe'ratures permanentes, on
sait que cette fonction des coordonne'es x, y, z de ce point, est assujetie ä
Te'quation aus diffe'rentielles partielles du second ordre,
2. De Tidentite' des e'quations (^4), (C), ou peut de'duire plusieurs
conse'quences importantes. En effet : 1. si on connait la loi de l'attraction d'un
corps de forme de'termine'e sur un point exte'rieur, c'est- ä-dire la fonction V
dont les de'nve'es du premier ordre par rapport a x9 y, z representent les com-
posantes de Fattraction de ce corps sur le point; cette fonction devra verifier
Fe'quation (-^). Elle fera donc connaitre la loi des tempeVatures permanentes
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äua corp3 solide homogerte, termine' par une siirface ayant un rapport determine
avec celle du eorps aitiräut. La reciproque est vraie.
2. Quand par un calcul direct fonde sur Ja nature ge'ome'trique de la
surface d'un corps homogene, ou par tout autrre moyen, ou aura deternfine
les composantes d.e l'attraction de ce corps sur un quelconque de ses points, il
;sera facile (la densite' et, par suite la quantite' 4tfQ de l'e'quation (jB).£tai>t con-
stantes) den de'duire une fonction C7 ve'rifiant l'e'quation (C): ce qui cpnduira
a l'expression analytique des ternpc'ratures permanentes d'un corps solide homo-
gene t^rminer par une surface analogue ä celle du corps attirant.
3. Enfin les the'oremes ge'ne'raux du potentiel fondes sur Ve^uation
<( ), doivent eclairer la theorie mathe'matique de la chaleur eil ce qui concerne
les tempe'ratures permanentes, fournir des re'sultats nouveaux et sirnplifier, sous
plusieurs rapports, des theories deja connues.
Nous nous sommes propose7 d'appliquer les conside'rations precedentes
a la recherche des lois du mouvernent de la chaleur, dans les corps solides
homogenes termine's per .des surfaces du deuxierne degre', et parvenus ä Te'tat
des tempe'ratures finalefc. Nous de'duisons de ces lois la theorie de l'attraction
des ellipso'ides homogenes ou hete'rogenes sur un point exte'rieur ou faisant partie
de lä masse.
Notis devons ajouter que la pluspart des re'sultats auxquels nous sommes
arrives, ^taiefnt deja connus; mais une me'thode simple et rapide pour y pafvenir,
doduite de la theorie du potentiel, nous a paru utile. Elle rattache, en effet,
ä une meme theorie (celle de Tattraction des corps) la the'orie importante des
surfaces isothermes, creation toute moderne due a M. Lame**). Elle fournit
d'ailleur« un€ nouvelle solution, independante de la theorie de la chaleur, du
jprobleme de Fattraetion des ellipsoides; et peut offrir, comme nous k ferons
voii datis uhe autre occäsion, quelques rossources ä la the'orie si hnparfaite du
mouvement des liquides, dains le cas tres c'tendu ou ce mouvemeht de'pend d'une
e'quation semblable a re'quation (-^).
3. Dans la the'orie de la chaleür ou appelle surface isotherme, toute
surface dont toiis les pointa sont h une meme tempe'rature V.
? Repre'senious-nous actoellement un corps termin^ par deux surföws
isothermes, l'une a la tempe'rature coristiante T, et Faütre a la tempe'rature J3T,
,:.: .·/, ' . ' j - · · . ·· · , · · · · l · !:: '
*)* Voir le tome V. des memoires prescntes par des savapts Prangers ä l'AcacJemie des
eclenws Öe Paris. ? " - · · . · . ; : > j . · · ; '. , , ;· . ' ; ' ·' -
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et supposous que les causes qui entretiennent tous les points de ces surfaces a
une tempe'rature constante soient permanentes; le corps finira pa;r atteindre
lui nieme un e'tat thermome'trique permanent. La tempe'rature V^ d'un quel-
conque de ses points satisfera a l'e'quation
xy y, z e'tant les coordonne'es rectangulaires de ce point
H s'agit, quand on connaitra la nature des surfaces qüi Hmitent un
corps partenu ä l'etat des temperatures finales, de dnerminer Fequation gie'n^räle
des surfaces isothermes de ce corps, et la fonction V exprimant la loi des
temperatures de tous ses points.
Nous allons ä cet effet, en reprenant un calcul de M. Sturfn> construire
une formule gene'rale, renfermant une belle proprie'te' des surfaces isothermes,
quelle que soit d'ailleurs leur nature geometrique.
Soit, A, (Fig. 1.) une des surfaces isothermes d'un corps quelconque, et
F(x, y, z) = a
Te'quation ge'ne'rale de ces surfaces dans ce corps ; a sera un parametre constant
pour une m£me surface de cette nature, mais variera de Tune ä Tautre; en
sorte que les constantes qui peuvent se trouver dans la fonction F devront
etre considere'es comme des fonction de ce parametre.
La temperature V d'un point quelconque du corps est une fonction
des coordonnces oc^ y, z de ce paint.j En y transportant la yaleur d'dnö de
ces variables, z par exemple, donnee par cette derni^re e'quation en x^y^ et a>
les variables oc, y devront dispiaraitre.de cette fonction, puisqu'elle doit cpnserver
la meme valeur pour tous les points de la surface isotherme A« Elle sera
donc exprimee par une fonctiou du parametre seulemept,
i. . r =<?(«).
Cela pose': soient x, y, z les coordonne'es rectangulaires d'un point M
exte'rieur ä cette surface A ; , , celles du point N pris dans l'enceinte que
cette surface determine, et r la distance de ces deux points, on aura
r **(£-x? + (77 -y)a + ( -
et par suite, comme ii est facile de; s'en assurer en effectuant simplement
les calcul^,
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En multipliant l'equation (^f) par ~, l'equation (2.) par f7, et retran-
chant les deux produits Fun de Fautre, il viendra en inte'grant,
* fff<
Nous prendrons pour limites de Fintegrale, d'une part la surface isotherme
\ d'autre part la surface meme du corps, que nous supposerons etre de di-
mensions infinies, afin que les conditions relatives ä la surface n'alterent point
les lois ge'ne'rales de la diffusion de la chaleur dans l'inte'rieur des corps.
Le premier terme de cette e'quation, inte'gre' par rapport ä o? en consi-
derant y et z comrrie constants, fournit l'inte'grale indeTmie
t l dydz(- ^ -- VT~}' et P0ur ^nte'gra'e
^ (l dv vdl'\ Cd >*
-JJ d,d*(7 ^-V-) +JJ dy'd
la premiere partie de cette somme se rapportant ä la surface A, et la seconde
a Ja surface exterieure du corps que nos supposerons d'abord finie. La ligne
PP* c'tant paralle'le ä Taxe des x9 les lettres non accentue'es seront relatives au
point P et les lettres accentue'es au point P' appartenant ä la surface exterieure
dVdu corps. On V* e'tant la tempe'rature de ce dernier point, et j~? la compo-
sante, suivant Taxe des x, du flux de chaleur qui passe en ce point, ces quantites
ne pourront jamais devenir infinies quelles que soient les dimensions de cette
surface; et eomme r4 de'signe la distance NP', r4 augmentera avec Feloignement
du point Px, cest-a-dire de la surface du corps. Donc, ä cause de r4 en
dcnominateur dans f ^-/, et de r/a dans T7' -^7, Ja seconde partie de l'inte-
grale definie sera nulle quand la surface exterieure du corps aura des dimensions
infinies. En sorte que le premier terme de l'equation (3.) donne
i
Si on designe par Fele'ment superficiel de la surface A> au point
P, et par l angle que fait avec Faxe des oc la normale PH a cette surface
en ce point, Texpression pre'ce'dente deviendra
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cette double integrale devant etre e'tendue tous les e'le'mens de la surface Λ.
liest evident que les deux autres termes de Fe'quation (3.) donneront
des re'sultats analogues, et que si on dc'signe par β, γ les angles que fait
cette normale PH avec les axes des y et des z, cette e'quation fournira la suivante
CCdu fdV dV
 a dV \4. 0 = 1 1 — I — cos a -f- -—- cos β -f- — cos γ lJJ r \dx dy dz ' /
»
Vdcx) ( —I cos a H—~ cos B -i—7^ cos γ ) .\dx dy dz s
La composition et la de'composition du flux de chaleur suivent les
memes lois que celles de la composition et de'composition des forces; donc
dV dV
 0 dV
-— cos a -H -r- cos p -h -r- cos rdx dy dz
est la mesure de la quantite de chaleur qui, dans Funite' de temps, traverse
Funite' de surface au point P9 dans le sens de la normale. Ainsi en de'signant
par dn Fe'paisseur, dans la direction de la normale, d'une couche infiniment
mince comprise entre deux surfaces isothermes dont les tempe'ratures soient V
et V -\- (IV, on aura en observant que V est une fonction de a,
dV dV „ dV dV da
— COS a -f- — COS β -h — COS γ ss -— _ .dx dy dz da dn
En effectuant les diffe'rentiations indique'es, on obtiendra aussi en de'-
signant par z Fangle forme' par les droites NP, HP,
-— cos α-h -~cos β 4- -r1 cos γ es 4- —- ( - ~" x cos a -f~ η "" y cos/?-f- Ξ-ΙΙ_5 cosr )dx dy dz ' r* \ r r r '/
__ cos i
- -*- "p- ·
Donc, Fe'quation (4) se transforme en celle-ci
άω da ig _ cos id ω
Or, M. Gauss a de'rnontre' que pour tout point N inte'rieur a une sur-
Γ* f COS i da)
face quelconque, / / —^— e'tendue a toute la surface, etait e'gale a 4ττ*);
*) En effetj άω etant Tel ment superficiel dans la direction de la normale P/f, cosi«?« sera
la grandeur de cet element estiine dans la direction JVP, situe a la distance du point N marquee par r;
et parconsequent — sera ^a grandeur de cet element a l'unite de distance de ce meme point IV. Aiosi
JJ —^2— etendue toute la surface A sera £gale a la surface d'une sphere d'un rayon egal Puoite
de longueur.
Crelle's Journal f. d. M. Bd, ΧΧΧΪ. Heft 2. 19
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dV
donc, en observant que pout tous les points de la surface A, ~r- et T7 ou
φ (a) dont constants, IVquation prccedente donnera
. dV ΓΓάω da
5· "T~ l l — —<taJJ r <to
Enfin construisons sur la surface isotherme Λ une nouvelle couche
diffe'rente de celle qui est comprise entre les deux surfaces isothermes infiniment
voisines que nous avons de'ja conslderee, et dont Fepaisseur, dans la direction de
la normale, a e'te' designee par dn. A cet effet, portons inte'rieurement a la
surface Λ , partir de cette surface et sur chacune de ses normales, un segment
ε proportionel a la valeur inverse de cette distance dn\ le$ extrernites de ces
segittetils appartiendront a la surface interne de la nouvelle couche, et son
e'paisseur sera re'gle'e par l'equation
r da*6. e = — - .dn
Nous supposerons cette couche composee de inatiere, doue'e du pouvoir
attfactif seien la loi naturelle en raison inverse du carre' des distances, et nous
considnferoiis T ction qu'une pareille couche pourrait produire sur le point
interieur N.
Remarquons cet egard que 1'e'quatiOn (5.) devient, en y introduisant




Or le premier membre de cette equation est le polentiel de cette couche
sur le point N\ il est donc, en vertu du second, inde'pendant des coordonnees
ξ, η, ζ de ce point, et par suite Taction de cette couche sur ce point est nulle.
Il en resulte donc ce theoreme: Si, sur une surface isotherme quel-
conque, on construit, (comnrie il a e'te dit), une couche douee du pouvoir
attractif suwant la loi naturelle, l'action de cette couche sur un point place
comme on i>oudra dans le vide quelle forme, sera nulle.
Ce theoreme etabli: prenons une enveloppe homogene parvenue a
Te'tat des tempeVatures permanentes et dont l'equation des parois soit
FO, γ, z) = a,
le param£tre ^variantde Tune l'autre de ces parois. Ces deux surfaces seront
par hypothese isothermes et nous devons chercher quelles sont les relations
qui doivent exister entre les coefficients έ, c9 . . . . qui se trouvent dans la
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fonction F \ et le parametre ^, popr que Fequation pre'eedeinte puisse etre
l'e'quation generale des surfaces isothermes dan$ cette eaveloppe. Or I?eq*i0tion
(6.) fera connaitre dn, e'pai&seur normale de deux surfaces isothermes infiniment
voisines, quand on connaitra on re'eiproqüement: Mais dans un grand nombre
de cas il est facile de trouver la Joi des e'paisseurs de la couche auxiliaire q«ie
l'on construit sur toute surfäce isotherme, c'est-^-dire , on en deduira idonc
Fexpressipn generale de dn\ expression qui fera epnnaitr« la nature <Jes relations
dont noys parjoii^
4. Cornme application des priwcipes pre'cedens, prenons pour equation
des parois de Fenveloppe, la suivante
o;2 v2 s2 ,8
· ^
 +
 & + ? = 1'
qui appartient ä un ellipso'ide ou u« Hyperboloide ä une o u ä deux nappes,
seloo que des trois quantites 2, 2, (?9 toutes^ dans l'e'quätion precedente, sorit
positives, ou deux, ou une seule. Dans un quelconque de ces trois cas, b
et c devront etre des fonctions du parametre «. Pour les de'tei-rniner, eher-·
chons d'abord par la condition que la couche auxiliaire coostruite sur une
des surfaces isothermes (8.), n'exerce aucune action sur tout point inte'rieur
Prenons ce point pour le ceotre d'mie surfäce conique infinirnent de'liee;
eile inierceptera sur cette couche deux e'lernens de volume dv9 dv'; et si on
appelle r, r' les distance NQ, N Q* , > la densite' constante de la couche, la
masse du point attire N, ety^le coefficent de Tattraction universeile, les actions
de chacun de ces deux ele'mens sur ce point seront,
Mais en de'signant par d&f d&' les ele'menp superficiels re'piondants
aux points P, P' on aura en ne'gligeant un infiniment petit du quatrieme ordre,
dv = dvdr , dv4 = dv' dr'.
En considerant actuellement le point N comme le centre dune sphere
d'un rayon eigal ä Tunite' de longueur, la surfäce conique de'terminera sur ceüe
sphere un ele'ment constant de surfäce, , et on aura ~ =« —^ == . En sorte
que les expressions precedentes se changeront en
Donc, pour que ce point 7V demeure en equilibre sous Taction simultanee
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de ces deux e'le'mens, et par suite sous Faction de la couche entiere, il faut et
ii suffit que dr = dr' pour toute direction de la droite PP'9 quelle que soit
d'ailleurs la position du point N dans le vide forme' par la couche.
Or pour deux ellipsoj'des semblables et sernblablement place's, la condition
de dr — dr4 ou de Pa = JP'a' se trouve remplie; et M. Gauss a prouve' que
sur une surface donne'e ou ne pouvait former qu'une seule couche infiniment
mince, ayant la proprie'te' de n'exercer aucune action sur les points qui lui sont
inte'rieurs. Nous concluons de la que la surface interne de la couche auxiliaire
est un ellipso'ide semblable et semblablement place' Fellipso'ide exterieur.
5. Pour de'terminer acluellement la nature des fonctions h et c de ,
nous deduirons de Fe'quation (6.),
g ^ da
da dn"
Or si on de'signe par p (Fig. 3.) la longueur de la perpendiculaire oq
abaisse'e du centre commun des deux ellipsoi'des semblables, sur le [plan tangent
en P; en menant par ce centre un plan parallele au plan tangent, la portion
PH. de la normale a la surface exte'rieure, comprise entre ces deux plans, sera
e'gale a p, et les deux triangles semblables PIK, PHo donneront
P/ PK
PH Po ;
. PI e i ι · ·ι· -ι ι n· -o PK da imais -pjr = —, et en vertu de la sunihtude des ellipsoides, -p ·^ ~; donc
e da
— = —
 et par suitep a *
Λ da pQ ~— ±_
dn a
Menons par le point P une parallele a Faxe des χ, la portion de cette
parallele comprise entre la surface isotherme A et la surface isotherme infiniment
voisine sera e'gale dx, et on aura
dn = cos a,.doc\
par des formules connues, on aura aussi
l pxD — — — , cos a = ^  ;
^ -
 f
 ~* «« «« ' a*l/*2
*
donc Fequation (9.) se transformera en celle-ci,
xdx
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En observant que b et c sout des fonctions du parametre a et que pour
tous les points de la parallele ä Taxe des x, passant par le point P, les variables
y et z demeurent constantes, Fe'quation (8.) donnera,
xdx (x* y* db z* dc\
~ W "*· V d~a + 73 da) da;
on aura donc
x* ay az* x db de
Cette e'quation devant etre ve'rifiee pour tous les points d'une meme
surface isotherme (8.), eile donnera
db a de __ a „ ,








, ^u2 etant deux conslantes arbitraires. Ce qui demontre que les excentri-
cites des deux sections principales de l'ellipsoi'de doivent etre constantes.
Le calcul prece'dent pouvant s'appliquer au cas de l'hyperbolo'ide a
une nappe et ä celui de Fhyperbolo'ide ä deux nappes, on en conclut que:
1. Si on entretient ä des tempe'ratures constantes les parois d'une enve-
loppe homogene, terminee par deux ellipso'ides homofocaux, toutes les
surfaces isothermes de ce corps seront des ellipso'ides homofocaux aux
premiers.
2. Si les surfaces limites de Fenveloppe e'taient hyperbolo'ides a une
nappe homofocaux, toutes les surfaces isothermes appartiendraient ä la
meme espece.
3. Si les surfaces limites e'taient deux hyperbolo'ides ä deux nappes ho-
mofocaux, toutes les surfaces isothermes appartiendraient a cette meme
espece.
4. Enfin, d'apres les transformations connues, pour passer des surfaces
du deuxieme degre', douees d'un centre, a celles qui en sont de'pourvues,
on pourrait encore e'noncer deux autres the'oremes analogues; pour le
cas ou les parois de l'enveloppe seraient deux parabolo'ides elliptiques
de meme distances focales, et pour celui ou elles seraient deux para-
bolo'ides hyperboloique de memes distances focales.
Dans le premier cas, l'e'quation ge'nerale des surfaces isothermes est
dans le second
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»1Γ Ι Ρ Λ ϋ: . y * _ ι »
V *-' J 2 *^ 2 ) 2 2 2 5
dans le troisieme
_JL__ __
^ ,;2_ β2 μ*
 α*
2 2 2
L'e'quation (JE) exige que \><^μ, ce qui est conforme a la nature du
corps dont les parois soiit representees par cette equation.
Ces re'sultats avaient et4 exposes par M. Lame dans sons memoire sur
les surfaces isothermes du deuxieme de'gre, par une me'thode toute diffe'rente
de la n tre.
Il est facile de prouver par les e'quations connues des normales ou par
celles des plans tangens aux surfaces {/?), (£)> (f)> que une surface quel-
conque de Tun de ces systemes coupe normalement toutes les surfaces des deux
autres, et que toutes les surfaces de deux de ces trois systemes tracent sur
Fune quelconque du troisieme toutes ses lignes de courbure.
M. M. CA. Όιψίη et met avaient de'ja, chacun de son cote', fait con-
naitre ces helles proprie'te's.
6. La loi des tempcratures permanentes dans chacun de ces corps est
facile connaitre: En effet, la quantite de chaleur qui, dans Funite de temps,
traverse une surface isotherme quelconque, doit etre eVidernment constante et
inde'pendante de la position de celte surface dans le corps; et le flux de chaleur,
en un quelconque de ces points, normal cette surface.
Or K e'tant la conductibilite' de la matiere dont le corps est compose',
κ — —
dadn'
sera la mesure du flux de chaleur, et
dV da
da du '
celle de la quantite' de chaleur qui, dans l'unite' de temps, traverse la surface
isotherme. On devra donc poser
ff κ ^ ..^JJ da dn da) c= C,
dV
cquation qui, en viertu des notations pre'ce'dentes, et en observant que ^~
est constant pour toute Tetendue des limites de l'integrale, qui sont celles de
la surface isotherme que Γόη conside're, se changera en celle-ci,
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10. l l ϊάω = C-da.
dV
Le facteur de -r- exprime le volume de la couche dont nous avons
parle' la fin du No. 3. Or pour une couche comprise entre deux surfaces
ellipso'idales semblables et semblablement place'es, ou trouve facilement,
donc, Fe'quation (10.) deviendra
••g-*. __
d'ou remplagant b et c par Jeurs valeurs |/α2 — λ2, V«2— μ3, et inte'grant
CG) F - ._ - /-r=2 2 ,
«
2
 — λ2 ]/α2 — ^2
Cx, C2 de'signant deux constantes arbitraires que Γόη determinera Taide des
tempe'ratures constantes T, T' aux quelles sont entretenues les parois de l'en-
veloppe ellipso'idale.
Cette fonction verifie, comme il est aise' de s'en assurer, l'equation (-^4),
eile donnera donc la loi des tempe'ratures permanentes dans un corps homogene,
termine' par deux elHpso'ides homofocaux.
Les fonctions
da*
verifieront aussi cette merne equation (^0, et donneront, la prenniiere, les
tempe'ratures permanentes dans le second corps dont nous avons parle' au
No. 5.; la seconde, celles du troisieme.
On pourrait exprimer, d'une maniere tres simple, au moyen des fonctions
elliptiques de premiere et de seconde espece, ces fonctions V; on pourrait
rneme dans deux cas particuliers, celui ου λ = μ, et celui ou l'une de ces
deux quantites est nulle, les exprimer l'aide des fonctions ordinaires: Mais
nous laisserons de c te' tous ces details, pour nous occuper exclusivement de
Feriveloppe ellipsoi'dale dont les applications sont importantes.
7. Nous allons d'abord ve'ritier par un calcul tres-simple, qii€ la quantite
de chaleur qui passe a chaque instant par une quelconque des surfaces isothermes
ellipso'idales, est constante et inde'pendante de la position de cette surface dans
le corps.
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En effet Texpression
rr dV da _K -J---7- a<*> >da an
est la mesure de la quantite' de chaleur qui, dans l'unite' de temps, traverse l'clement
άω de la surface isotherme A, dans une direction normale a cette surface:
et on sait que pour toute surface de cette nature la chaleur ne peut avoir
d'autre direction. En sorte que si on con^oit un petit cylindre ayant pour base
rectangulaire les e'le'mens des deux lignes de courbure trace'es sur cette surface
ellipso'idale isotherme, et pour axe l'e'le'ment de la ligne normale a cette surface,
repre'sente'e par les deux equations (jE), (F)\ l'expression precedente sera la
mesure de flux de chaleur qui entre dans ce cylindre.
Or dans FeUipso'ide,
c
* j * lda) = _ dxdv · — ;
% P
dV Cdonc par Fequation (9.), et remplagant -r- par la valeur τ1, l'expression
du flux deviendra,
CiK dxdy
ab J/ i -5-£
En inte'grant cette expression differentielle entre les lirnites de la surface
isotherme
x
* 2/2 ** _
on obtiendra
quantite' inde'pendante, en effet, de la position de cette surface.
dV8. L'expression ^~r~ est, avons-nous dit, la mesure du flux de cha-
leur dans la direction propre de ce fluide pour les surfaces isothermes.
Or d V dv da da p
dn ~~ da dn dn a '
donc jr dV _ ~ d V ^
dn da a
Ainsi dans toute surface ellipso'idale, ce flux est proportionnel en
chague point a la perpendiculaire abaissee de son centre9 sur le plan
tangent cette surface en ce point.
En sorte qu'aux exlre'mite's des diametres principaux, les flux de chaleur sont
proportionnels aux longueurs de ces diametres; ce qu'avait de'montre' M. Lamo.
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9. Reprenant le cylindre infiniment e'troit dont les aretes carvilignes
sont les trajectoires orthogonales aux surfaces isothermes, et appelant M , M4
les points par lesquels passent ses deux bases dto, du sur deux des surfaces
isothermes (D) situees a une distance quelconque l'une de Fautre,
„ dV da , ^ dV da! _ ,
K — · — d(J) , K y-j· ·—, du) ,da dn da dn
seront la mesure des quantite's de chaleur qui, dans l'unitc de temps, traversent
ces deux bases dc , άω.
Or d'apres ce qui a ete dit, No. 7., et se rappelant que
l/i ^"I~^ - ΛY
 "" β1 δ2 ~ c >
ces expressions pourront etre mises sous la forme
C,K c . , dK c' , , ,
— — - · — dx dy , -^ -.- · - ·, dx αυ ,
ab z y ' β'ό' s' y '
a', ', cy e'tant les demi-axes du second ellipso'ide et x'9 y1, z' les coordonne'es
du point M'.
Les points JM, Λ/' etant situe's sur une m^me trajectoire orthogonale
ayant pour e'quations (jE), (J^), on trouvera aise'ment que les coordonnees de
ces deux points verifient les equations
z'x ^ χ y _ y  _ z
~ ' ~a> o7 " 5 ' 7 "" c
/ l/
d'ou dx' dy' = -^j- dxdy, et par suite
Donc, les quantite's de chaleur qui, dans l'unite' de temps, traversent
ces deux e'lemens sont e'gales entr'elles: cest- -dire que le flux de chaleur qui
entre dans le cylindre infiniment e'troit, par la base infe'rieure Ja*, traverse
ce cylindre et sort par la base supe'rieure άω sans avoir e'prouve' la moindre
alteration.
Ce re'sultat e'tait d'ailleurs evident, attendu que la chaleur qui se propage
dans ce cylindre n'eprouve aucune perte par les parois laterales., qu' un e'le'ment
quelconque dco de la premiere surface en correspond un seul dw' sur la seconde,
et qu'enfin la ternpe'rature sur chaque surface est toujours la m&ne en tous
les points.
Les points M, M1 sont appele's correspondants.
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXL Heft 2. 20
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150 9. Dtspeyrous sur les surfaces isothermes et Vattr. des eUipsoides,
C® qui precede suffit pour se faire une ide'e nelte de la propagation de la
chaleur dans une enveloppe solide homogene, fennine'e par deux ellipso'ides
homofocaux entreteatis ehacun a des tempe'ratures constantes.
10. Le proce'de' qui nous a servi a trouver les resultats pre'ce'dens, a
tous les caracteres d'une method« analytique. Cependant si pour les corps
particuliers que nous avons conside're's dans cette prerniere partie, on voulait
prendre pour donne'es geom&riques, les the'oremes que nous avons e'nonce's
a la fin du No. 5., the'oremes qui, comme nous Favons dit, peuvent se de-
montrer imme'diatement en partant des equations (JD), (JE), (F}\ on arriverait
promptement aux re'sultats pre'ce'dents relatifs aux surfaces isothermes, pour
les corps termines par des surfaces du deuxieme degre'.
Prenons, pour exemple, le cas de Feriveloppe terminexe par deux ellipso'ides
homofocaux, et de'montrons que toutes les surfaces isothermes de cette enveloppe
sont des ellipso'ides homofocaux aux premiers, c'est- -dire que l'e'quation ge'ne'-
rale de ces surfaces est
z*
<D> ϊ·*·^**^!?-1·
Toutes les lignes representees par les e'quations (J?), (jP), &i et 0%
passant par divers etats de grandeurs, sont orthogonales aux differentes surfaces
(Z)). Il est donc problable que ces lignes representent la direction de la
chaleur dans Fenveloppe ellipso'idale, et que par suite les surfaces isothermes
de ce corps sont donne'es par Fequation (J5).
Pour qu'il en soit airisi, il faut et il suffit qu'en partant de cette e'quation
(/)) on puisse trouver une fonction V en α ve'rifiant Fe'quation ge'ne'rale (^4),
et teile que la quantite' de chaleur qui passe a chaque instant travers Fune des
surfaces (J9) soit constante et inde'pendante de la position de cette surface dans
Fenveloppe.
Or, la valeur du flux de chaleur qui, dans Funite' de temps, traverse
Fele'ment dω, est
dV daK -J- · 3- du ;da dn
d'apres ce quon a vu, No. 5.,
dn =» cos« dx, cos a = ~, d'o dn =
 2 : Mais Fequation (D)
donne
xdx __ (x* y* z* \ , ada
l -f" α -r-τ TOT« -H a T-JT ΪΤ5Ι «« Α —t"
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donc, ^ = ~; et par suite, en ayant ^gard au calcul du No. 7., on aura
dV da ^ dV c dxdy
-- · -- = — - — · — *
T. K 7 ς- d ω Λ. —
ute an da a , , , . τ~\
 x* „»l/ l .... j— _* *L·
' a* b*
Ainsi la quantite' de chaleur qui traverse, dans Funite' de temps, toute
la surface isotherme (D) re'pondant au parametre a, sera e'gale a
da a l /ι/Γ~Ί? £ —da " '
5*
Pour que cette quantite' soit constante et inde'pendante de la position
de la surface isotherme, on devra donc poser
dV ,
858
 "· ' r<p~^v γ a* - ^
l*.
expression qui, cornme on peut s'en assurer, ve'rifie l'e'quation ge'nerale
On en de'duirait les theoremes des No. 8. et suivants; et on aurait
ainsi une de'monstration geornetrique des re'sultats pre'ce'demment obtenus.
Deuxieme Partie.
Attraction des Ellipso'ides.
11. Dans la the'orie de la chaleur, on appelle surface isotherme, toute
surface o la tempe'rature est constante en tous les points; dans celle de
l'attraction des corps, on donne le norn de surface de nweau toute surface
pour tous les points de laquelle le potentiel de ces corps est constant.
De meme qu'en un quelconque des points d'une surface isotherme, le
flux de chaleur a une direction normale cette surface; de meme aussi l'attraction
ou la repulsion d'un corps ou Systeme de corps, sur un point quelconque d'une
de ses surfaces de niveau, est normale a cette surface en ce point.
Repre'sent ns-nous une enveloppe dont les parois soient entretenues a
des tempe'ratures constantes et dont Fe'quation des surfaces isothermes soit
20*
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11. F(x, y, z) = a,
a etant un parametre variable de l'une a l'autre de ces surfaces. La loi des
tempe'ratures permanentes sera exprime'e par une fonction de , (a), satis-
faisant ä l'e'quation (^).
Prenons actuellement un Systeme de masses ayant pour une de ses sur-
faces de niveau Fune des surfaces (11.)· IjG potentiel de ces masses sur un
des points de cette surface e'tant une fonction des coordonne'es x, y, z de ce
point, et devant etre constant pour tous les points de cette surface, sera une
fonction de a: en le designant par V4 on aura donc
V = ( ).
Cette fonction V4 variant avec le pararnetre a qui indique la position
de la surface consideree, et conservant la merne valeur pour tous les points
d'une quelconque des surfaces (11.); il s'ensuit que celles-ci seront toutes
des surfaces de niveau de ce Systeme de masses.
Cette fonction V4 devra satisfaire ä une e'quation semblable a Fe'quation
ge'rie'rale (^4), eile ne pourra donc diffe'rer de la fonction ( ) qui exprime
la loi des tempe'ratures, que d'une quantite' constante.
De plus nous avons dernontre, No. 3., que si sur une surface isotherme
on construit, selon la regle qui en a ete donne'e, une couche auxiliaire infini-
ment mince doue'e du pouvoir attractif, son action sur un point quelconque pris
dans Fenceinte qu'elle de'termine, est nulle.
Ce theoreme s'appliquera donc egalement ä une surface de niveau
relative ä Fattraction. On pourrait, d'ailleurs, Fetablir par un calcul identique
a celui du No. 3.
Enfin dernontrons qu'on peut prendre pour le Systeme de masses dont
nous parlons, la couche auxiliaire que Fön construit sur toüte surface de niveau,
Pour cela, il suffira e'videmment d'apres ce qui vient d'etre dit que le potentiel
de cette couche sur tous les points de la surface externe soit constant, c'est-a-dire
que cetle surface soit une surface de niveau relative ä Faction de cette couche.
Or, cette couche jouit de la propriete caracte'ristique de n'exercer
aucune action sur les points qui lui sont Interieurs; donc son action sur le point
/ (Fig. 1.) sera nulle. Menons par ce point un plan CD tangent a la surface
interne de cette couche; son action sur ce point proviendra de la resultante
des actions exercees par les portions CKD, CPD, sur ce meme point; donc
les forces qui resulteront de ces actions partielles seront egales, de meine direction
et de sens oppos^s. La premiere de ces forces pourra etre prise pour celle
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qui resulterait de l'action de cette meme portion CKD sur le point JP; car
pour de'duire les composantes de la derniere de ces forces, de celles de la
premiere, il suffirait de changer les coordonne'es du point / en celles du
point JP qui n'en different que par des infiniment petits du premier ordre,
la couche e'tant infiniment mince. Or ce changement ne pourra amener dans
les termes de ces composantes que des quantite's d'un ordre infiniment petit
par rapport ä celui de ces termes, elles pourront donc etre ne'glige'es. Par
une raison semblable, la seconde force sollicitant le point / et provenant de
Taction de CPD sur ce point, sera e'gale a celle qui resulterait de l'action
de la meme portion sur le point JP. Mais Tattraction de la couche sur ce dernier,
est e'gale a la resultante des actions exercees par les portions CKD, CPD
sur ce point; il se trouvera donc sollicite par deux forces de rneme direction,
de meme sens et egales a celle qui provient de Tattraction de la partie CPD
sur ce point. Or la couche e'tant infiniment mince, on pourra assimiler Faction
de la calotte CPD sur le point P ä celle d'une calotte sphe'rique sur ce
meme point; des lors cette derniere force sera dirige'e suivant la normale PH
ä cette surface, et le point P sollicite' par une force double de meine direction.
Donc la surface externe de cette couche est une surface de niveau relative a
son attraction *).
12. Ce qui precede renferme implicitemment une solution complete de
Tattraction des ellipso'ides, homogenes ou he'te'rogenes, sur des points exte'rieurs
ou faisant partie de ces corps.
Prenons, en effet, pour surfaces isothermes, les ellipso'ides homofocaux
dont IVquation ge'ne'rale est (-D); la couche auxiliaire du numero pre'ce'dent
sera alors, No. 4., comprise entre deux ellipso'idss semblables et semblablement
places; et ses surfaces de niveau seront, No. 11., des ellipso'ides homofocaux
ä celui de sä surface externe.
Donc, si par le point attire', pris en dehors de la couche, on fait passer
un ellipso'ide homofocal a celui de sä surface externe (et on ne peut en
faire passer qu'un seul) Faction de cette couche sur ce point sera dirige'e
suivant la normale, en ce point, ä cette surface de niveau relative a cette couche.
De la ce theoreme connu: Laction qu une couche mßniment mince,
comprise entre deux surfaces elHpsoidales semblables et semblablement placecs
*) On deduirait de lä par an calcul träs - simple, le theoreme de Laplace, enoncc au No. l,,
et ce meme tlieoreme generalise par Mt Poisson.
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e&erce sur un point extorieur, est dirigde suivant la normale, en ce point > a
f e ipsoide qui passe par le point atliro, et qui est homofocal celut de la
surface externe de la couche.
13. En vertu du No. 8, les attractions de cette couche sur les
diffe'rents points de cet ellipsoi'de homofocal passant par le point attire', sont
proporlionnelles aux distances des plans tangens cet ellipsoi'de en ces points,
au centre de la couche. Elles seront donc aux extre'rnites des diametres prin-
cipaux proportionnelles aux longueurs de ces diametres.
14. Enfin d'apres le No. 9., les attractions de cette couche sur deux
e'le'mens correspondants sont e'gales; et comme a un e'le'ment quelconque pris
sur Fune des surfaces de niveau de la couche, re'porid un seul e'le'ment cor-
respondant sur toute autre surface de niveau relative a la meme couche, il s'en-
suit que; la somme des actions que cette couche exerce sur tous les points
d'une quelconque de ses surfaces de niveau, est constante. ,
Ce the'oreme aurait d'ailleurs pu se de'duire des No. 7 et 11.
15. L'expression analytique P du potentiel de la couche sur le point
attire exte'rieur a cette couche, est facile a calculer. Car eile ne differe que
d'une quantite' constante, de celle de tempe'ratures permanentes de Fenveloppe
ellipsoi'dale termine'e par deux surfaces de niveau relatives cette couche.
Or, nous avons trouve pour cette derniere, No. 6.,
da
a e'tant le demi-diametre principal de Fellipsoide homofocal passant par le
point attire'. En de'signant donc par al9 blt cv les longueurs des demi-axes
principaux de cet ellipsoide, et par a, b, c celles qui se rapportant Fellipsoi'de
externe de la couche, on pourra poser
(H)
λ2 e'tant e'gal a a? — b*9 /a2 a a? — c*9 et ayant
n 2 _ A 2 - ηϊ _ λ2 n 2 _ „ 2 - ,.2 _ ,.2ιΐ± "~~~ L/J — ci -~· u , (j>i ·— LI — — a ^^ c ·
La constante Cx a ete' remplace'e par kit^fbcda, 9 e'tant la densite'
de la couche, ^Ttbcda son volume, et^le coefficient de Fattraction universelle.
La composante, suivant Faxe des a?, de Fattraction de cette couche sur le
point attire' dont les coordonne'es sont x, y , z, sera
... dv dv ddi * · *(i) 3- ς» -~- -~±dx dav dx
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fj St jVJ* fjfl ·. ___________
en observant que -j- = —* (Voyez le No. 5.) et que ύλ = ya^ — λ2 , ^ι
*/># ,
Mais cos a= y, donc
#!
<#0 . -_ _ p
— = bnofbcda ~ — cos a .dx
_ .
 Ί , ! dv dvOn aurait des expressions analogues pour les composantes -r- 5 -τ- »
de Fattraction de celte couche sur le meme point, suivant Taxe des y et Taxe des z.
16. La formale (/) ramene aux quadratures le calcul de Tattraction
d'un ellipso'ide, homogene ou he'te'rogene, sur les points exterieurs.
Dans Tun et Tautre cas, nous decomposerons , en effet, Tellipsoide en
couches infinlrnent minces, chacun d'elles ertant comprise entre deux ellipsoi'des
semblables celui qui termine le corps, et semblablement places.
ConsideVons d'abord le cas de l'homoge'ne'ite':
Soient-d(, B, C, les longueurs des demi-axes de la surface ellipsoi'dale
qui termine le corps; a, b, c, celles des demi-axes de Tellipsoide externe d'une
de ses couches; on aura
Si Γόη designe par al9 blf cl les longueurs des demi-axes de l'ellipso'ide
auxiliaire passant par le point attire et homofocal a Fellipsoide externe de la
couche, on aura pour de terminer a± et par suite 61 et clf les e'qualions
y'
- α2) %2 -f- (c2 - a2)
37, y, z c'tant les coordonnees du point attire.
Cela pose: la formule (/) donne Fexpression de la composante, suivant
Faxe des x, de Fattraction de cette couche sur le point oc, y, z\ il s'ensuit donc





Les relations (12) convertissent Fe'quation (13) en celle-ci
S SM5-0 £+(?-
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ou
r*
» l a * «' ,
T # —= #* ~ψ »'α,γ αλ α,ι
qui determine αχ en fonction de 0. On en deduit
a3 ,
^2 ai d ' ~ , partant
dV
 Λ * ΓΛ> bcd-~
yf/de'signant la longueur du demi-axe, dirige' suivant Faxe des &9 de Fellipsoi'de
Passant par le point attire' et hornofocal a celui qui termine le corps attirant.











— » *πρ/χι*υ i yA* + tt«(jB*-.^) VA* -h u*(C* -A*)<tx jo
ce qui est la forrnule connue; A± etant donne par Fe'quation
o;2 v2 &
-f- — ^ — _1- k. sss- l .
42 ^,2 -*- (J32 - ^ 2) ^ AS + (C2 - 42)
17. Considerons actuellement le cas de l'ellipso'ide heterogene, et sup-
posons que chacune des conches infiniment minces dont il est compose soit
homogene, la densite' variant de Fune a Fautre de ces couches suivant une loi
exprime'e par une fonction du demi-axe principal a de la surface externe
de chacune d'elles. On pourra encore, dans ce cas geneVal, ramener aux
quadratures la de'lermination des composantes, suivant les axes des coordonnees,
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P F (Au Υ & + A* + u*(
et par suite
ΛΓ - 4^c
On obtiendrait des expressions analogues pour les deux autres composantes,
dV dV
dy' dz'
On peut remarquer qu'en prenant la densite' Q en raison inverse du
derni-axe a comme l'ont suppose' plusieurs ge'ometres, l'expression pre'ce'dente
s'obtient sous forme finie par les premieres regles du calcul inte'gral; mais
nous ne saurions nous arreter a ces details. H est cependant remarquable qu'on
puisse dans certains cas, obtenir sons forme finie, les composantes de Fattractiori
d'un ellipso'ide he'te'rogene, tandisque que pour le cas des ellipso'ides homo-
genes il faut recourir aux fonctions elliptiques.
18. Si le point attire' e'tait situe la surface du corps, on aurait





19. Enfin, si le point attire faisait partie du corps, on fer^it passer
par ce point un ellipso'ide a, b, c semblable celui qui termipe le corps.
L'action de la couche comprise enlre ces deux surfaces semblables, sur ce point,
serait nulle; et celle de la partie restante du corps aurait pour composarite,
suivant Faxe des x, la m^me expression (ΛΓ), en vertu des e'quations
d « £ £
a 6 c *
' .
 Ί . f Ί dV dT - H -On obtiendrait les d^ux autres composantes/^) ^^ Par UR 5jniPle
e'change de lettres. , ! ;,.; /i:
Elles ameneraient d nc d^ npuyeljej (juaUratures aieffe^iperj^tiiais par
Grelle'* Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 2. 21
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un changement de variable inde'pendante du ä Laplace (voir le 3. livre de la
me'caniquc ce'leste) on peut faire de'pendre le calcul des trois composantes,
de la de'termination d'une seule inte'grale.
M. Jacobi a aussi pre'sente' les trois composantes de l'attraction des
ellipso'ides spr les points inte'rieurs sous une forme tres e'le'gante,
Pour les obtenir, cet habile gc'öm^tre pose
_ A
e'tant la nouvelle variable indcpendante; et on trouve facilement
da
5I.2«o/.i^ d«
20. Le beau theorerne de M. Ivory sur le rapport de l'attraction exercee
par deux corps termines par des surfaces elh'pso'idales et homofocales entr'elles^
sur deux points correspondants situes sur les surfaces respectives de ces deux
corps, peut se de'duire des formules prece'dentes.
En effet/soient Ay /?, C les longueurs des demi-axes de Tune de ces
surfaces; A4, B4, C* celles de la deuxieme que nous supposerons inte'rieure
ä la premiere et concentrique; 4, y1, z4 les coordpnnees d'un point M1 place'
sur la premiere, et oct y, z celles d'un autre point M place' sur la seconde.
Les surfaces e'fant homofocales et les points M, M4 e'tant correspon-
dants, on aura
JB2 - ^  = B4" - A'\ C*-A* = C4* - A4\
x' A y' B t' C
'!?·*'A*9 J^W* -^r^·
De'signons actuellement par X la composante, suivant Faxe des x, de
l'attraction du premier ellipso'ide sur le point M inte'rieur a ce corps; et par
JP cello £[tfi est;relativ^ au second ellipso¥de rtk^ le point ^xt^rieur M\ et
suivant la meine direction.
On atirä |ilr les formules des No. 1 . et 1Ä, ^ * \
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A'Changeons de variable inde'pendante, ä Faide de Fe'quation u = ~j P;
la derniere formule se transformera, en ayant e'gard aux relations pre'ce'denles, en
donc
X BC .jj?7 jgTp/; et par suite
Z - A£ ?L
 Ä ^^r ^Ac/J z' ^Ä''
P, JT', Z, Z', designant les composanles suivant les axes des y et des z, de
l'aüraction de ces deux corps sur les memes points M , M*.
Ces trois dernieres e'galite's de'montrent le the'oreme de M. Ivory.
Ce the'oreme reduisait evidemment le calcul de Fattraction des ellipsoi'des
homogenes sur les points Interieurs et sur les points extc'rienrs, seulement ä Tun
ou Tautre de ces deux cas. Or le premier peut etre traite' d'une maniere directe
par un calcul fonde sur la nature particuliere de la surface qui termine ces
corps; on avait donc ainsi une the'orie complete de Fatlraction des ellipsoi'des
homogenes. Mais il restait encore a examiner le cas des ellipsoi'des heteVogenes.
21. L'illustre auteur de la me'canique ce'leste se servait d*un theoreme
diffe'rent de celui de M. Ivory, pour passer de Tattraction des ellipso'ides homo-
genes sur les points inte'rieurs, au cas des points exte'rieurs.
La de'monstration de ce the'orerne est facile par ce qui pre'cede. La
formule (flT), du No. 15., fait voir, en effet, que le potentiel d'une couche
sur un point exte'rieur est proportionnel a son volume 4rtbcda9 lorsque a1?
demi-axe de l'ellipso'ide auxiliaire passant pour le point attire' et homofocal a
celui de la surface externe de la couche, est constant.
Donc, si on considere le potentiel pour le m£me point, d'une nouvelle
couche termince ä Fexte'rieur par un ellipsoi'de homofocal a celui de la surfacö
externe de la premiere et ä l'inte'rieur par un ellipsoi'de semblable; on aura, en
de'signant par v* ce potentiel et par ^Kb'c'da' le yolume de cette scconde
couche,
21*
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.» t? bcda1δ
· 7=δν^··
Ainsi: les potentiels de deux couches in mment minces, comprises
chacune entre deux ellipsoides semblables et dont les surfaces externes sont
homofocales, sont pour un mome point exterieur a ces couches, proportionnels
leurs volumes: les actions de ces deux couches sur ce mSme point, ont une
mSrne direction qui es t celle de la normale, en ce point, de l'ellipsoide cjuiy
passe et qui est homofocal leur surfaces externes.
Cette derniere equation (15.) peut aiseraent s'e'tendre deux corps
homogenes termine's par des ellipso'ides hornofocaux, en de'composant chacun
de ces corps en couches infiniment minces dont chacune serait comprise entre
deux ellipso'ides semblables.
En designant donc par V, V* les potentiels de ces deux corps sur un
meme point exte'rieur; par A, B, C les demi-axes principaux du premier, et
V>BV C' ceux du second, on aura l'e'quation
v
 ~ ~JTBTC' V >
qui fera conhaitre V par V ou reciproquement.
Au reste, cette derniere equation pourrait se de'montrer par la formule
du iNo. 16., sans qu'on eut besoin de passer par la de'composition de chaque
corps en ?couches infmiment rnioces*
O a, en effet, par cette formule
- , · ' . . A_
dV .
 f„ Γ AI u*du
,
 dx
 J ο ΫΛ* 4-1*2 es2 — A*} i/^-hw2 (ca —
pour le premier ellipso'j'de, et
· ' · · - ' Λ' ! '
pour le second; A\ ayant evidemment la meme valeur pour les deux.
A*
,Or, en posant u = —r v, cette derniere formule se transforme imme'-
diaternent en celle-ci
dV'
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donc





22. Les beaux travaux de M. Poisson *) sur Fattraction des ellipso'ides
dispensaient d'avoir recours a Fun ou Fautre de ces deux theoremes. Ce
Ge'ometre avait, par un calcul direct fonde sur la nature des surfaces ellipso'i-
dales, ramene aux quadratures les composantes de Fattraction d'un ellipsoide
homogene sur un point exte'rieur. Apres avoir vaincu cette premiere difficulte'
de calcul qui avait pendant si long-temps resiste' aux efforts des plus grands
ge'ometres, ce ce'lebre analyste avait donne' Fexpression de Fattraction, sur un
point exte'rieur, d'une couche infiniment mince cornprise entre deux surfaces
ellipso'idales semblables et semblablernent place'es, et en avait de'duit Fattraction
d'une ellipso'ide he'te'fogene.
Cette savaute analyse constituait donc une the'orie complete de Fattraction
des ellipso'ides, tant homogenes qu'he'te'rogenes, sur des points exte'rieurs ou
faisant partie de la masse: mais eile avait ses difliculte's. ..l .
Elles avaient e'te', il est vrai, e'lude'es, cornroe on le voit par les travaux
de M. Chasles; mais les me'thodes employe'es par ce ge'ometre^ quoique fort
elegantes, reposaient sur des propositions de, ge'ome'trie assez e'pineuses et sup-
posaient qu'on devait coriside'rer, tantöt une couche comprise entre deux ellip-
so'ides semblables et sennblablement place's, tantöt des ellipso'ides homofocaux.
Nous avons pense' qu'il e'tait utile d'exposer un proce'de' simple, fonde'
sur des princips ge'ne'raux, dont la marche ne put etre eclaire par les re'sultats
suppose's inconnus auxquels il conduit dans les applications, et qui füt
susceptible d'etre applique ä d'autres corps.
Dans une autre occasion nous ferons corinaitre les re'sultats qii'il offre
pour les corps homogenes ou hete'rogenes, tefftiine's par quelques surfaces de
re'volution; soit qu'il s'agisse de la nature des surfaces isothermes de ces corps
*) Voir les raemoires de Pacademie des sciencee de Paris, Tom XIII.
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dans leur e'tat d'e'quilibre de tempe'rature ; soit qu'on veuille etudier Tattraction
de ces corps sur des points Interieurs ou exte'rieurs a leurs masses.
23. Pour ne rien laisser desirer sur la the'orie importante de l'attraction
des ellipso'j'des, nous allons la reprendre et en donner une de'monstration indc-
pendante de la conside'ration des surfaces isothermes. Elle sera uniquement
basee sur des the'oremes gene'raux de'dults de la the'orie du potentiel.
24. Soit
F(x, y, z) = a
Tune des surfaces de niveau d'un corps ou Systeme de corps. Le potentiel V
de ce Systeme sur un des points de cette surface etant fonction des coor-
donne'es de ce point, et devant conserver la meme valeur pour tous les points
de cette surface, sera une certaine fonction du parametre a
Γ=φ(α).
Un calcul identique celui du No. 3. de'montrera que: si, sur une
.surface de niveau quelconque, ou construit (cornme il a e'te' dit dans ce
numrfro) une couche douoe du pouvoir attractif suivant la Ιοί naturelle,
faction de cette couche sur un point place comme on voudra dans l'encemte
quelle dotermine, sera nulle.
25. En prenant pour surface de niveau, un ellipso'ide
a;2 v2 £2
18e
 ^ "*" 6· "*" ? β 1 '
la surface interne de la couche auxiliaire que Γόη construit sur toute surface
de mfeatt sera, d'apres le the'oreme pre'cedent -et le No. 4., un ellipso'ide
semblable et semblablement place.
La surface de niveau infiniment voisine sera, No. 5., un ellipso'ide
honidfocal au premier. Ce dernier ellipsoi'de etant une surface de niveau du
m£ftie Systeme de masses, la surface interne de Ja couche auxiliaire que Γόη
construira sur lui sera un ellipso'ide semblable et semblablement place, et par
suite la surface de niveau infiniment voisine sera un ellipso'ide homofocal au
second et partant au premier; et ainsi de suite. Donc, si un ellipsoide est une
surface de niveau d'un Systeme de masses , tous les ellipso'ides homofocaux
au pr mier seront encore des surfaces de niveau de ce mome Systeme.
L'e'quation generale de ces surfaces sera dope
λ2, μ? etant respectivernent egaux a2 — b*, a* — » c2.
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Or nous avons vu, No. 11., que la surface externe de la couche
auxiliaire que Γόη construit sur toute surface de niveau, e'tait eile meme une
surface de niveau relative son attraction. Donc, on pourra dans le cas pre-
sent, prendre pour Systeme de masses la couche auxiliaire construite sur l'ellip-
so'ide (18.), et des-lors les surfaces repre'sente'es par l'equation (D.) seront
des surfaces de niveau relatives l'action de cette couche, dont la surface
interne est un ellipso'ide semblable et semblablement place' celui de s sur-
face externe»
26. Cette couche e'tant comprise entre deux ellipso'ides semblables et
semblablement place's, et ses surfaces de niveau e'tant des ellipso'ides homo-
focaux celui de s surface externe, il en re'sultera le the'oreme e'nonce' au
No. 11.; en se rappelant toutefois que l'action d'un corps sur un point quel-
conque d'une de ses surfaces de niveau est dirige'e suivant la normale, en ce
point, a cette surface.
27. Un calcul semblable celui du No. 8., de'montrera le the'oreme
e'nonce' au No. 13.
28. Cherchons actuellernent Texpression P du potentiel de cette couche
sur un point exte'rieur.
Nous avons demontre', No. 3., qu'en appelant <1ω l'ele'ment d'une sur-
face quelconque ./i(Fig. 1.), r la distance NP, et ίTangle forme' par cette
droite N P et la normale PH a cette surface, on a
ΓΓάω .
 Λl l T cos « == 4 π, „
«-/ c/ ^* .
cette inte'grale e'tant e'tendue toute la surface, et la point N e'tant place
cornme on voudra dans son interieur.
Cette the'oreme aura donc encore Heu pour une surface de niveau
d'un corps ou Systeme de corps, enveloppant tout le Systeme.
Soit A une de ses surfaces de niveau; on a vu, No. 3., que
/*/* 7 /*/* S t l »l
l i U ) . l l t fd'r tt'r Λ U* r \l l τ cos l = I I dω l —- cos a -H -r— cos p
 (-f- -r- cos γ l ;
JJ r . JJ \dx d? '· d* '
mais — est le potentiel d'une masse e'gale .a l'unite, place'e au point N, et le
trinome soumis au signe / expr^ne l'action de c^,tte masse sur le point JP,
estime'e suivant Ja direction de la normale PH c^ttfe surface: Donc, puisque
Tinte'grale du premier membre, e'tendue toute la surface A, est e'gale
4 7t, il en re'sultera que la sonune des valeurs rmme'riques des actions exerce'es
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par cette masse sur tous les points de cette surface et estime'es suivant $es
directions normales, sera egale a 4ττ.
Eo prenant Je point N dans toute autre position du Systeme de corps
que Γόη considere, on aura un r^sultat analogue pour la somme des valeurs
nume'riques des actions normales exercees par la portion de masse e'gale l'unite',
appartenant a ce Systeme et placee en ce point. Or pour un meme point JP
quelconque, les actions normales exercees par ces deux masses, egales chacune
l'unite', donneront une rc'sultante e'gale leur somme et dirige'e s ivant la
meme droite. Donc la somme des valeurs nume'riques des actions normales
de ces deux masses, sur tous les points de cette surface, sera e'gale a 4ττ Χ 2.
Ce re'sultat peut e'videmment se'tendre la masse entiere du Systeme
de corps: Mais alors la surface A e'tant une surface de niveau de ce Systeme,
la somme des actions normales exerce'es par toutes les parties de celte masse
sur un meme point P de cette surface, exprimera Taction totale du Systeme
sur ce point. Il en re'sultera donc ce theorerne du M. Chasles*):
La somme des valeurs nume'riques des attractwns qu'un corps ou
Systeme de corps exerce sur les eldmens super ciels d'une de ces surfaces de
niveau, quand cette surface entoure le Systeme de toutes parts, est ogale
la masse eiiti re du Systeme multipliee par 4 7t.
Nous pouvons act eHemfcnt passer a la de'termination du potentiel p.
Car en conservant les notations du No. 15. et prenant pour Systeme de masses
la couche infiniment mince dont nous avons parle' au No. 26., le the'oreme
pre'cedent fournira Fequationff, 'dv ,— αω
m designant la masse de cette couche.
Or »-*«&'**, S" iif 5 ~ r f ^ ' donc Ration
pre'cedente deviendra
_ . /»/»l dv i f
"3— T" i l *d(D es 4χ·4πηοΰ<ία. etda, da.JJ «
comme Jj εάω = ^itt)lc]Ldal , on en de'duira
dV
 " ' 1-: d'o
Voir les »dditioBe U eoopaieeance de» temps pour 1845.
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en re'tablissant le coefficient ^de Fattraction universelle qui a e'te' pris pour unite',
Γ* ' ft
v = ^ηρ/bcda l-r — -.
Avec cette expression, ou pourra e'videmment continuer les calculs des No. 15.
et suivants. On aura ainsi une uouvelle solution de l'attraclion des ellipso'ides,
inde'pendante de la conside'ration des surfaces isothermes.
29. On de'duit de ce qui pre'cede, sans nouveaux calculs, des the'oremes
relatifs Fe'lectricite', et de'montre's pour la premiere fois d'une maniere analy-
tique par M. Poisson, comme on le voit dans les memoires de ΐ Institut pour
Tanne e 1811.
Lorsqu'un corps conducteur a e'te' e'lectrise', le fluide en exces se retire
la surface et γ forme une couche infinement mince, retenue Fexte'rieur par
le contact et la pression de Fair envlronnant. Sa surface externe est celle du
corps e'lectrise', s surface interne doit etre teile que lorsque Fequilibre est
e'tabli, cette couche n'exerce aucune action sur le fluide neutre des points inte'-
rieurs du corps et que la repulsion qu'elle produit sur un point quelconque
de s surface externe, qui est celle du corps, soit normale en ce point a cette
surface.
Si le corps e'lectrise' est termine' par un ellipso'ide, on deduira de ce qui
pre'cede les conse'quences suivantes:
1. La couche e'lectrique, la surface d'un ellipso'ide, est comprise entre deux
ellipso'ides semblables.
2. Son action re'pulsive sur un quelconque des points de s surface externe
est normale, en ce point, a cette surface et proportionnelle a son e'paisseur
en ce point; puisque la formule No. 15.
•j Λ
— = anofbcda · — ( — cos cc.dx ™ '
ε da
se convcrlit, en vertu de a^ = a, b± = o, cl = c et ~ = —, en
dv
 Λ „
— SB 4πρ/€ cos a,
« X
et par suite Faction de la couche est e'gale a 4ττ^/ε.
3. Ses actions sur les diffe'rents points de s surface externe sont, No. 13.,
proportionelles aux distances du centre du corps aux plans tangens a cet
ellipso'ide en ces points. Donc, aux extre'mite's des diamefres principaux,
elles sont proportionelles aux longueurs de ces diametres.
Crelle's Journal f, d. M. Bd, XXXI. Heft 2. 22
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D'ou il resulte que si Fön considere des ellipso'ides de plus en plus
allonges, le fluide e'Iectrique s'accumulera aussi de plus en plus vers leurs
pöles; la presslon exerce'e contre Fair exte'rieur augmentera et finira par
de'passer la pression atmosphe'rique; en sorte que le fluide e'lectrique s'e'-
chappera a travers Fair. De lä Fexplication mathematique de la deperdi-
tion du fluide e'lectrique par les extremite's des corps allonges.
4. Enfin le ihe'oreme (3.) aura encore lieu pour tous les points de tout autre
ellipsoi'de homofocal a celui de la surface du corps.
P a r i s en Aoüt 1844.
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